С3_2013_нов     Пример задания:

Два игрока, Петя и Ваня, играют в следующую игру. Перед игроками лежит куча камней. Игроки ходят по очереди, первый ход делает Петя. За один ход игрок может добавить в кучу один камень или увеличить количество камней в куче в два раза. Например, имея кучу из 15 камней, за один ход можно получить кучу из 16 или 30 камней. У каждого игрока, чтобы делать ходы, есть неограниченное количество камней. Игра завершается в тот момент, когда количество камней в куче становится не менее 22. Победителем считается игрок, сделавший последний ход, то есть первым получивший кучу, в которой будет 22 или больше камней.

В начальный момент в куче было S камней, 1 ≤ S ≤ 21. Будем говорить, что игрок имеет выигрышную стратегию, если он может выиграть при любых ходах противника. Описать стратегию игрока – значит описать, какой ход он должен сделать в любой ситуации, которая ему может встретиться при различной игре противника.

Выполните следующие задания. Во всех случаях обосновывайте свой ответ.

1. а) Укажите все такие значения числа S, при которых Петя может выиграть в один ход. Обоснуйте, что найдены все нужные значения S, и укажите выигрывающий ход для каждого указанного значения S.

б) Укажите такое значение S, при котором Петя не может выиграть за один ход, но при любом ходе Пети Ваня может выиграть своим первым ходом. Опишите выигрышную стратегию Вани.

2. Укажите два таких значения S, при которых у Пети есть выигрышная стратегия, причём
– Петя не может выиграть за один ход, и
– Петя может выиграть своим вторым ходом, независимо от того, как будет ходить Ваня.

Для каждого указанного значения S опишите выигрышную стратегию Пети.

3. Укажите значение S, при котором:
– у Вани есть выигрышная стратегия, позволяющая ему выиграть первым или вторым ходом при любой игре Пети, и
– у Вани нет стратегии, которая позволит ему гарантированно выиграть первым ходом.

Для указанного значения S опишите выигрышную стратегию Вани.

Постройте дерево всех партий, возможных при этой выигрышной стратегии Вани (в виде рисунка или таблицы). На рёбрах дерева указывайте, кто делает ход, в узлах – количество камней в куче.

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Решение: 
1) Вопрос 1а. Последним ходом может быть «+1» или «*2». Выиграть последним ходом «+1» можно, если S = 21. Ходом «*2» можно выиграть из любой позиции при S > 10 (сюда входит и 21!). Можно составить таблицу, в которой «В1» обозначает выигрыш за один ход:

	S
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1


Поэтому ответ должен быть такой:

1а) Петя может выиграть за один ход при любом  S > 10. Он должен увеличить вдвое число камней, при этом в куче всегда получится не менее 22 камней.»
2) Вопрос 1б.   Для ответа на этот вопрос нужно найти позицию, из которой все возможные ходы ведут к выигрышу за 1 ход, то есть к позиции, отмеченной в таблице как «В1». Например, это позиция при S = 10: ход «+1» ведёт в выигрышную позицию S = 11, а ход «*2» ведёт в выигрышную позицию S = 20. Поэтому позицию S = 10 отметим в таблице как «×​1» (проигрыш за 1 ход):

	S
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	×​1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1


Ответ на вопрос 1б должен быть такой:

1б)  При S = 10 Петя не может выиграть в один ход, потому что при его ходе «+1» число камней в куче становится равно 11 (меньше 22), а при ходе «*2» число камней в куче становится равно 20 (также меньше 22). Других возможных ходов у Пети нет. Из любой позиции после одного хода Пети (это может быть 11 или 20), Ваня может выиграть своим первых ходом, удвоив количество камней в куче.»

3) Вопрос 2. Пете, для того, чтобы гарантированно выиграть на втором ходу, нужно из начальной позиции перевести игру в проигрышную позицию, отмеченную знаком «×1». Пока мы нашли одну такую позицию: S = 10. Петя может перевести игру в эту позицию из позиций

S = 9  (ходом «+1») и S = 5  (ходом «*2»)

В таблице отмечаем эти положения как «В​​2» – гарантированный выигрыш за 2 хода:

	S
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21

	
	
	
	
	
	В2
	
	
	
	В2
	×1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1


Поэтому ответ должен быть такой:

2) Из позиций S = 9 и S = 5  Петя не может выиграть в один ход, но Петя может выиграть своим вторым ходом, независимо от того, как будет ходить Ваня. При S = 9 ходом «+1» Пете нужно перевести игру в позицию S = 10, которая является проигрышной (см. ответ на вопрос 1б).  При S = 5 Петя переводит игру в ту же позицию ходом «*2».»

Вопрос 3. Нужно найти такую позицию, из которой оба возможных хода Пети ведут в позиции, отмеченные в таблице как «В​1» (выигрыш в 1 ход) и «В​2» (выигрыш в 2 хода). Например, это позиция S = 8, из которой можно «попасть» только в S = 9 («В2») и S = 16 («В1»). Отмечаем эту позицию как «×2» – проигрыш в два хода:

	S
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21

	
	
	
	
	
	В2
	
	
	×2
	В2
	×​1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1
	В1


Поэтому ответ должен быть такой:

3). В позиции  S = 8  у Вани есть выигрышная стратегия, которая позволяет ему выиграть первым или вторым ходом. Если Петя выбирает ход «+1», в куче становится 9 камней и Ваня выигрывает на 2-м ходу (см. ответ на вопрос 2). Если Петя выбирает ход «*2», Ваня выигрывает первым ходом, удвоив число камней в куче.»

4) Остается нарисовать  дерево возможных вариантов игры из позиции S = 8.
 Для этого используем построенную таблицу:    
Здесь красным цветом выделены позиции, в которых игра заканчивается. 


[image: image1]
Обратите внимание, что на каждом шаге мы рассматриваем все возможные ходы Пети и только один лучший ход Вани. Например, в позиции S = 11 Ваня может сделать ход «+1» и получить 12 камней в куче, но тогда он проиграет (Петя следующим ходом удвоит число камней и получит 24 камня). Этот ход мы не рассматриваем, потому что мы хотим доказать, что у Вани есть выигрышная стратегия – ему достаточно хода «*2», после которого  он выиграет. 
В то же время нужно  рассмотреть все возможные ответы Пети, чтобы доказать, что у него нет шансов на выигрыш  при правильной игре Вани.   В этом суть теории игр – добиться лучшего результата в худшем случае, то есть при безошибочной игре соперника.

Построенное дерево можно записать и в другой форме, например, «положив его на бок»:

[image: image2]
Ещё один вариант – представить дерево в виде таблицы:

	Начальная позиция
	1-й ход Пети

(все варианты)
	1-й ход Вани
(ход по стратегии)
	2-й ход Пети

(все варианты)
	2-й ход Вани
(ход по стратегии)

	8
	9
	10
	11
	22 (выигрыш)

	
	
	
	20
	40 (выигрыш)

	
	16
	32 (выигрыш)
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Jsa urpoka, Ilets u Bans, nrpaior 8 creayiomyio urpy. Ilepex urpokamu aexut
kyua Kaviiei. Mrpokit Xo2aT no osepea, nepakiit xoa acnact Iets. 3a o xox
HTPOK MOKCT 106aBHTL B K4y OTMN KaMelll i YBEITL KOTHGCTBO
Kamueii B Kyde B nsTL pas. Hanpuep, mves kyay n3 10 kawiieii, 3a ozum xo1
MOAIIO NOTYWHTL Kydy 13 |1 i1t 50 Kawiicit, ¥ Ka&I0ro HTpOKa, 4TOGH IeTaTh
XOIILI, €CTh HIEOrPAHHHCHIOE KOTHUCCTBO KaMIICH.

rpa 3aBCPIIGCTCS B TOT MOMIIT, KOTAG KOTHHCCTRO KAMIICH B KyHe CTAHOBHTCS
Gonee 100. [oGCaNTENM CHHTACTCS HTPOK, CACTABIH NOCTCAIiT XOZ, TO CCTh
MEPBLIM MOTy4MBLIMIE Y4y, B KOTOpOit OyaeT 101 wi Gombiue Kamiiei.

B liauatbiikifi MOMCIT B Kysie Guio S kavmiedt, 1 < S < 100.

TOBOPAT, 4TO HIPOK HMCCT @HUEPBIUAYIO CMPAMERIIO, CCIH Ol MOKCT BHHTPATH
MpH TOBLIX X0ZaX MPOTHBINIKA. OTHCATE CTPATETHIO HIPOKA — 3IASHT OMHCATE,
Kakofi XOX ON IOTAEH CICTAT B IIOGOA CHTYALHM, KOTOpas My MOKET
BCTPCTHTLCS NPH PRITHAIION HIPE MPOTHBIIHKA.

Bumomne creayiomye 3azans. Bo seex cnysasx 06ociosLBaliTe caoii oTaeT.
1. a) Tpw kakux suasennsx unucna S [eT8 MOKET BLIMTPATL MEPBLIM XOZOM?
'VKaKIITe BCE TaKIIC 3UaUCIHs i BLHTpbiBalowiii x0x IleTit.

6) ViasuTe Takoe suasenie S, npi xoTopo [1eTs 1€ MOKET BLIMTpATL 3 OMIE
X1, 1O npi oG Xoze [leT Baiis MOKCT BLIMTPATL CBOMM MEBLIM XOTOM.
OnHwiTe BLHTpsILIYIO CTpaTerTio Barti.

2. Viamute 182 3uascius S, npu KoTopuix y IeTH €CTL BLMTPLILINAR CTpaTeris,
npusést TleTs e MOKET BLIMTPATL MEPBLIM XOTOM, 1O 1IeTs MOKET BLmiTpaTh
CBOMM BTOPLIM XOTOM HE3ABHCIMO OT TOro, KaK YT XomuT, Bas.

Jlns yKasauubIX 3uauCHHi S OMHIINTE BLIMTPLILINYIO cTpateruio [letn.

3. ViakiTe Takoe siaseitiic S, npi KoTopoy

—y Balli coTh, BIHIPLILUIGs CTPATETTs, M03BOTAIOLIAS CMY BLIHTPATS NCPBLIM ILTH
BTOpLIM X070M npH 11060 Hrpe TleTu, 1 mpH 3ToM

— y Bl 1eT CTpATerii, KOTOPas MO3BOTHT CMy FapaiiTHPOBAINIO BLIHTPATH
TIEPBLIM XOTOM.




[image: image8.png]Jlns ykasamioro 3uadenus S onMMTe BLIATPLILITYIO cTpateriio Baun. [loctpoiite
IepeBo BCeX MapTitl, BOMOKINLIX MpH 3TOi BMTphILION cTparerit Baii.
Tlpeactasste ero o siac prcyika wnn Tadnuusi Jia Kakdoro pedpa Acpesa
VKaKHTE, KTO ACTACT X0A, 418 K&/I0T0 Y372 — KOTHACCTRO KaMHCH B HOSHLHH.




[image: image9.png]Cozepaanie BEpHOro 1B
(10mycKaiOTes Hibie Gop i€ €ro CMBIC:TA)

1. a) Tlers Moer Boumrpath, ecun S = 21, ..., 100. [lere 10CTaTOMHO yBEHHTH
KOMCCTBO KaMHeii B 5 pas. Tl S < 21 moAywmTs 3 ozmm xoa Gombme 100 Kameii
HCBOIMOAKHO.
) Barst MOACT BHIIPATS nepBBIM X0A0M (kak Gbi it urpan TleTs), coa HCXOMNO B Kyue
Gyzer S = 20 kawkeit. Toraa nocae nepsoro xoa Metn B Kyse Gytet 21 Kavewb wan 100
Kamueii. B 0Gonx cayuasx Baua yBCAHHBACT KOTHUCCTBO KAMHCH B 5 Pa3 H BHHIPHIBACT
B OIH XOA.





[image: image10.png]2. Bosmoskubic 3Hauckms S: 4, 19. B o cayuasx [ets, OUCBIIHO, HC MOKCT BHIMIPATH
nepBhiM X0A0M. OAHAKO O MOKST MOAYWHTH Kyuy i3 20 Kawmeii (npu S = 4 ou
VBCTIMHBACT KOTHNCCTBO KAMHEi B 5 pas; mpi S = 19— 100anaset | KaveHs). DT nodmts
pazoGpara s n. 1 G). B weii rpok, KOTOPIit Oy €T XOAHTH (eneph 570 Bars), BhIHIPATS He
MOKCT,  CrO IPOTHBHHK (TO ¢CTh [1CTs) CICAY IOIM XOIOM BBIHTPACT.

3. Bonosktoe swasenie S: 18. Mocae nepsoro xoza et b kyvie Gyaer 19 i 90 Kawreii
Ecam b ke cranct 90 kascii, BARs yBCAINHT KOTINCCTBO KAMHCIH B/5 pas W BburpacT
CBOIM nepasiM Xo0M. CHTyawis, Koraa B kyde |9 kawweii, pajoGpara B m. 2. B 7ot
CHTYAUMH HIPOK, KOTOPBili GY1eT XS (Teneph 310 Bart), BHIMIPHBACT CBOMM BTOPHIM
XOzOM.

B 1abmmuc mioGpakeHO ACPCBO BOMOAKHBIX MAPTIfi M Omicamoii ctpaterin Bar.
AKTOUNTCLHBIC O3 (B HIK BLMTPbiBACT Bart) NOAMEpKiyThL. Ha PHCYHKC 370 e
1€PCBO IOOPAACHO B rafINCCKOM BILAC (053 CTIOCO0A HIOGPIACHIS ACPCBA ZONYCTHMH)

TIO0/KCHIA TI0GIIC 0MCPCAHBIX X008
Vexomnaa| 1-iNoaTlern | T-ixoaBawn | 2-dixoallern | 2-i xoa Bamt
oot (pasoGparst | (owro xoano || (pasoGpamsisce | (Tomsko xoa
Bee xob1) crparerim) o) 1o crparerim)
20+1-21 21*5-105
18 180119 O 20°5-100 100+1=101
18%5-90 9075-450
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Picc.1. Jlepero neex mapTitii, osMOKHbIX mpi Barntroii crparerim.
3HAKOM >> OGO?HANCHBI TIOSHLUAH, B KOTOPHIX NIAPTIWS JAKAHIHBACTCH




С3_ Трен-3_2013

[image: image12.png][&)

Jlba urpoka, Iets u Bans, nrpaior 5 creayioutyio urpy. [lepea nrpoxas rexmut
kyda kawitefi. Mrpokw XoIaT o ouepeu, nepaiiii xoa aenzer [lets. 3a oz xo1
HIPOK MOKET 106ABHTL B Ky4y OTHH KAMeNb HTH YBETWHHTL KOANYECTBO
KaMiteii B Kyse B nsiTL pa3. Hanpiniep, nves kysy u3 10 Kawiieil, 32 02l X01
MOIIO NoMyWHTS Kysy 13 11 111t 50 Kaviiefi. Y K&0ro Hrpoka, 4ToSk Aenatt.
XOIbl, €CTL 1€OTpalTHHeNtioe KOTHYECTEO Kaviiedi.

Hrpa 3a0epiuaeTcs B TOT MOMEIT, KOTAa KOMHHECTBO KaMiieli B Kyse CTailopHTCs
Gortee 200. INoGeauTenen cunTaeTes MrpoK, cetasumii nocremmii X3, T0 ecT
MepBLIM noTyuHBLIML Kydy, B KoTopoii Gyzer 201 wn Gotuue Kaviteil.

B niauansiisiii MoMeNT B kysie Gui10 S kaviiedi, 1 < S < 200.

TOBOPAT, 4TO HTPOK MECT GbILPbIiLHYIO CHIPAIIEZio, CCTH Ol MOKET BHIHIPATL
nMpu TOGLIX X07aX NMpOTHBIHKA. ONMCATL CTPATErHio HIPOKa — SHA4HT OMHCATL,
Kakoli X1 ON JOTKEN CIETATL B 7TI0GOH CHTYAUMH, KOTOPas eMy MOweT
BCTPETHTLCS TpH PASTHHIION HIPE MPOTHBIIHKA.

BunominTe crlenyiotve 3azaiis. Bo seex cayuasx oGociosuisaliTe caoii oTBet.

1. a) Mpit kakix 3uaseimisax wncra S [leTs MOKET BUIHIPaTL NMEPBHIM X0AOM?
ViakiTe Bee Takie 31ateilis it BLMrpuiBaiowiii xox [letit.

6) ViaxiiTe Takoe 3iaseriie S, npit KoTopos [1eTst iie MOKeT BLIMTPaTh 3a 01
X1, 1O mpi Ti0Gom Xoze [NeTn Baila MOKET BLINPATL CBOMM MEPBLIM XOTOM.
OniwiTe BLMTpsILITyio cTpaTeritio Bari.

2. ViauTe A5 3nasenus S, npu KoTopuix y [eTw ecTh, BLMTPLIINGS cTpaTerns,
npuagy () [leTs i MOKCT BLMTPATE MiepmuiM XoZow, 1o (6) Ilets MowkeT
BLIHFPaTL, CBOMM BTOPLIM X0ZI0M, HE32BHCHMO OT TOTO, KaK GyaeT XomuTh Bans.

JAnsi ykasauieIx snauennii S onuumTe BLIMrpLILIyio cTpatersio [letn.

3. ViakiTe Takoe 3iiasenite S, npi KOTOpOM

—y Ballit €cTL, BLIMIPLILINGS CTPaTerHs, NOSBOTAIONIAR MY BLIHTPATL MIEPBLIM HIH
BTopLiM X020M npH M0G0l Hrpe [leTw, 1 npi 3ToM

—y Baili NeT CTpaTeriif, KOTOpas MOBOTHT eMy ApaNTHPOBAINIO BIHIPATL
EPBLIM XOTOM.

13 ykasamnoro 3nasemus S OMMWMTe BLFpLNylo cTpaterwo Bam.
TlocTpoiiTe Jepeso Beex naprwii, BOSMOKIILIX NP 3TOM BLIMFPLILINON CTpaTerii
Bann (B BHe pucyIKa Wi Tabmnub). Ha péopax 1epesa yKasLisaiiTe, KTo 1e1aeT





[image: image13.png]Ans ykasaHnoro 3mayenus S ONWIIMTE BLIMTPLILINYIO cTparernio Bamu.
TlocTpoiiTe AepeBo Beex MapTiii, BOIMOAIILIX NPit 3TOM BIHTPLILLIOH CTPaTErii
Baiti (5 Bue piicylika i Tabmiusl). Ha péGpax aepesa ykasuipaiite, KTo denaet
XOZ, B y37aX — KOTHHECTRO KaMileii B MO3MLH.

Coepikaiiiie BepIOTo 0TBETA Il YKAIAIIS 110 OUEIHBAIIITIO
(F0mycKatoTest miiLie GOPMYTHPOBKI OTBETA, lie HCKA/KAIOLIIE €T0 CMLICTa)

1. 2) Tets Movket Butirpats, et S =41, .., 200. TIpi MelbiiX 3naseiisx S 32 o1l x01
HeTL3% MOMYHHTE Kysy, B KoTOpoii Goiwe 200 Kamiieil. [leTe ocTarouno yseminTs
KomecTso kavieii B 3 pas. [lpi S < 41 nonysnTs 3a oaii xox Gomsuwe 200 Kavieii
11eBOIMOKIIO.
6) Bailsi MOeT BLIMTPaTs MepobiM XooM (kak Gt it nrpan [leTs), ecai HCXOMIO B Kyde
Gyzer S = 40 kawneii. Toraa nocae nepaoro xoaa [leti b kyse Gyaer 41 kavens writ 200
Kawiieit. B 00X c1yuasX Balis yBenuuiBaCT KONHHECTBO KaMiic B 3 pas i BLIHTPLIBaCT
B oI X04.
2. Boswosisie tiaseiiis S: 8, 39. B o1ux caysasx [lets, 04CBIAIO, 1ie MOAKCT BHHIPaTL
NepBLIM X020M. OINGKO Ol MOKET MOTYSHTE Kysy H3 40 Kawiieii (npi S=8 oil ypemsiBacT
KOTMYECTBO KaMiiedi B 5 pas; npu S=39 — 106aB1eT | Kavent). ITa NoO3MUMS pasobpana B 1.





[image: image14.png]1 6. B neii nrpok, kotopuiii Syaet XoauTs (Tenepr 3To Baris), BLIMIPATh 1ie MOXKET, a ero
npoTHBIK (T0 ecTh [leTs) cleAyIowIM X0ZOM BLIMTpaeT.

3. Boawoskiioe snaseriie S: 38. [oczie neporo xoxa et B kyse Syaer 39 wni 190 kaviieii.
Ecan b kyse craiier 190 kaviieli, Bailsl yBeTHsHT KOTHHECTRO Kaviicil B 3 pas i BblHrpacT
cBOMM Nepabiv Xoa0M. CTyauis, Korda B kyse 39 Kawiieil, pasoopaiia B n. 2. B 310t
CHTYaLMH HIPOK, KOTOPHIiE GYAET XOAHTL (Temept 370 Baiis), BLINTPLIBAET CBOMM BTOPLIM
Xofom.

B Tabitie #30Bpakeiio ACPeBO BOMOAKILIX NapTiii mpi omucaniioil crpaterin Bari.
3akiouHTe bIIe NO3MWN (B X BurpLiBacT Bais) noxuépkiyTii. Ha picylike 510 se
ZepeBo H305pakelio B rpagiteckoM BiIe (053 C0cosa HIOGPaKeIIis ACPeBa OMYCTHME).
Tlonokeliia MOCTE 04EPEANLIX X008
1-it xo1 Bann
(Tombko Xon
o

Hex. | 1-it xon [etn

2-ii xoa et "
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Puc. 1. lepeBo BCceX NapTHii. BOIMOKHLIX npu Banunoii cTpateruu.
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